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Convocada por la Institucién «Fernando el Catélico», se celebré del
3 al 10 de noviembre del pasado afio, esta Segunda Reunién de Aproxi-
macién Filoséfico-Cientifica con gran éxito, entre expertos de los distin-
tos temas y especialidades confluyentes en el estudio de EL ESPACIO.
Se trataba con ello de aproximar, de acercar a estudiosos procedentes
de distintos campos humanisticos y cientificos. ‘El resultade no ha po-
dido ser mas interesante, como lo demuestira la edicién de las Ponencias
y Comunicaciones presentadas en un volumen de 392 paginas y que se
vende al publico al precio de 150 pesetas.

Es ésta una obra de valor universal excepcional, gque interesa scbre-
manera a todos los hombres de ciencia, escritores y pensadores, y perso-
nas interesadas por una cultura amplia y viva.

Los suscriptores tendrdn una bonificacion del 25 por 100 de su
precio de venta, recibiendo un ejemplar numerado al precio de 112°50
pesetas, libre de gastos.

Es evidente la importancia de la presente publicacién, come lo de-
muestra el siguiente : '
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El concepto de kkspacio en la Matematica

Moderna

POR

PEDRO ABELLANAS

1. SoBre LOS concepros DE Espacio

EL mismo modo que la palabra recia se puede referir tanto a un determinado

trazo que yo -efectiio con tiza en el encerado, como a una pura idea de nuestra
mente, la palabra espacio admite también estas dos acepciones. Es decir, al hablar del
espacio nos podemos referir a algo cuya existencia objetiva es para nosotros evidente;
tan evidente como la mesa que tengo ante mi; o bien, nos podemos referir a una idea,
fruto de nuestra mente, tal como la idea de niimero. Es necesario separar ‘claramente
estas dos acepciones si queremos entendernos en nuestro discurso. A la primera acep-
cién la expresaremos como “espacio material, o del Universo”, y a la segunda, como
“espacio ideal”, o espacio-idea. He efecinado la experiencia con alumnos mios; pre-
guntindoles a principio de curso el concepto que poseen de espacio y he obtenido
contestaciones que corresponden a las dos acepciones gue acabo de sefialar. Esto indica
que ain el no especialista actual posee las dos acepciones de la palabra espacio. Sin.
embargo, no sucedié6 lo mismo en épocas anteriores, ni alin para los especialistas,

2. Ei Espacio EN pLos FLEMENTOS DE EUCLIDES

Si queremos formarnos una idea de la evolucién del concepto de espacio es nece-
sario analizar, aunque sea someramente, los Elementos de EucLibEs. En ellos nos en-
contramos con los siguientes hechos: 1.° En el primer libro da EucLipes las siguien-
tes definiciones :

Definicién 1. Punto es aquello que no tiene parte.
o 2. Una linea es una longitud sin anchura.

” 3. Los exiremos de una linea son puntos. _

» 4. Una recta es una linea que yace del mismo modo respecto de sus.
puntos.

» 5. Una superficie es aquello que sélo tiene longitud y latitud.

Ninguna de estas definiciones se emplea en el resto de la obra cuando se quiere
demostrar que algo es un punto, una recta o un plano. La razén de ello esta en que,.
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por ejemplo, en la primera definicién no se nos dice en qué consiste el no tener parte.
Ahora bien, analizadas las anteriores definiciones desde el punto de vista del concepto
de espacio-idea actual de la Matematica, no tienen sentido, es decir, no pueden consi-
derarse como definiciones. Como, por otra parte, no encaja con la magnifica armonia
de la obra de EucLmes el admitir que en ella se empleen definiciones que no tienen
sentido, nos vemos obligados a aceptar la conclusion de que el concepto de Espacio
de EucLipes no corresponde al del Espacio-idea de la Matemdtica actual. Las definicio-
nes anteriores adquieren sentido si interpretamos los puntos como la sefial mas fina
que se puede efectuar con un instrumento de dibujo; la superficie con la parte exte-
rior de un cuerpo material; el plano con la cara exterior de una tabla, ete., es decir,
si admitimos que se refieren a objetos materiales conocidos o a operaciones que
podemos realizar con ciertos instrumentos conocidos sobre objetos materiales. Esta
interpretacién viene confirmada por varios hechos. En primer lugar, la definicién ter-
cera indica que las lineas, y por tanto, las rectas son finitas, como sucede con cualquier
objeto material. Esto hace necesario la introduccién de los siguientes postulados :

1.° Se puede trazar una recta entre dos puntos cmalesquiera.

2.° Se puede prolongar infinitivamente cualquier recta,

Por otra parte, en los Elementos de EucLibEs se da una teoria geométrica de los
niimeros reales que tiene perfecto sentido mediante la representacién de las magnitu-
des mediante segmentos y paralelogramos. Todo ello nos conduce a admitir que el
concepto de espacio para EUCLIDES coincidia con el concepto de espacio material y

que las relaciones en &l obtenidas se refieren a cosas materiales y son materialmente
comprobables.

3. LA IDEA DE ESPACIO ENTRE LOS SIGLOS XVII ¥y XIX

En el siglo xvi1 se produce un hecho de caracter revolucionario en la Ciencia cor
la creacién de la Geometria Analitica, gracias a las obras de FermaT (1602-1665) y Des-
cARTES (1596-1650). Con esto se incorpora la Geometria al Algebra, invirtiéndose to-
talmente los papeles respecto a lo que acontecia en la Geometria de EucLimes que
habia absorbido a la Aritmética. Con ello resulta gue los puntos del espacio pueden
representarse mediante sus tres coordenadas, es decir, mediante tres niimeros. A par-
tir de aqui, y como. consecuencia de la invencién del Calculo infinitesimal por LersNiz
y NEwroN, se comienzan a obtener abundantes resultados fisicos que permiten com-
prender mejor el Universo. Ahora bien , es conveniente observar que todo el edificio
cientifico se apoyaba sobre dos pilares: la Geometria de EucLines y el Algebra de
VIETA y sucesores. El poderse interpretar satisfactoriamente todos los fenémenos fisi-
cos observables dentre del espacio euclideo y el haber transcurrido veinte siglos entre
la obra de EucLibEs y sus aplicaciones al estudio del Universo, produjeron el efecto
de hacer pensar que el espacio de los Elementos era el propio espacio del Universo
y que las propiedades que alli se obtenian eran otras tantas leyes inmutables del
Universo. Que esto era asi se presenta para nosotros como admisible en’ virtud de los
hechos que vamos a citar a continuacién.

Es bien conocido que, Gauss habia descubierto las Geometrias no euclideas en el
anc 1813 y que, sin embargo, no publicé nada sobre ellas, ni entonces ni nunca, ade-
lantindose las publicaciones de Borvar y LoBascuersky. La explicacién de este sor-
prendente hecho se encuentra en las siguientes palabras que figuran en las Obras Com-~
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pletas de Gauss: “Mientras que los nimeros son obra del espiritu humano, el espa-
cio es obra de Dios, por lo que sus leyes son inmutables.” Siendo asi que todos los.
fenémenos fisicos conocidos tenian perfecta explicacién ‘deniro del espacio euclideo,
no cabia duda de que éste era el verdadero espacio del Universo, o por lo menos una
imagen ideal univocamente determina por él. En tal caso no tenian explicacién los
espacios no euclideos y a éstos tinicamente se les podia considerar como construccio-
nes ideales sin conexién con la realidad. Concuerda perfectamente con toda esta con-
cepcién del espacio, es decir, la identificacion del espacio del Universo con el espa-
die euclideo, la teoria de Kanr del conocimiento a priori. Con ella se salvaba el
abismo que se presentaba para la identificacién del espacio del Universo con el espa-
cio ideal. Esta teoria da lugar, como ahora veremos a la llamada Escuela Intuicionista.

4. EL NACIMIENTO DE LA MaTEMATICA MODERNA

A pesar de haberse empleado la denominacién de Geometrias no euclideas para los
nuevos espacios que se habian descubierto, éstos se fueron abriendo camino en los
espiritus v se presenté el problema de la revisién de la axiomatizacién de la Geome-
tria. Esta revision da lugar a los primeros libros que usan el calificative de “mo-
derna”. Se trata de los libros de Geometria de Prarr (1867) y de Pascu (1882), en
los que se establecen nuevas axiomaticas mas exigentes de la Geometria. Ahora bien,
la diferencia esencial entre la axiomética de EucLEs y las nuevas axiomdticas radica
en que en las nuevas axiomdticas se dejan sin definir los conceptos fundamentales del
espacio : punto, recta (o segmento) y plano. En una construccién en el campo de las
ideas no ¢s posible definir todos los conceptos. En esta labor de anilisis de los Fan-
damentos de la Matematica se llega a la Teoria de Conjuntos, creada principalmente
por CanToR. Se piensa que la idea de conjunio es la mis firme para edificar sobre
ella toda la Matemitica y, especialmente, la Geometria y el concepto de espacio. No
obstante, al manejar conjuntos infinitos surgen inmediatamente las paradojas, algu-
nas de ellas de extremada gravedad. En tal momento, es decir, con los principios de

este siglo, surgen dos nuevas tendencias que se pueden denominar como Intuicionis-
mo y Formalismo.

5. InturctoNismo, Formarismo y Espacio ~

Puede considerarse como jefes de estas dos Escuelas a BRouwEr y a HILBERT, res-
pectivamente.La primera de ellas, que puede considerarse en la linea neokantiana, se
basaba en los dos principios siguientes: 1.° La Matemitica no posee solamente una
significacién formal, sino también intrinseca. 2.° Los conceptos matemiticos son in-
tuidos directamente por el espiritu pensante; por ello, el conocimiento matemitice
es independiente de toda experiencia. El Formalismo, por el contrario, parte de con-
,ceptos no definidos entre los que postula las relaciones fundamentales.” Entonces, una
teoria es vilida cuando a partir de ella no se puede llegar a contradiccién. El Forma-
lismo se apoyé en la Teoria de Conjuntos, de CANTOR, por lo que sufrié las conse-
cuencias de las antinomias que se presentaron en esta Teoria. Una de las mis fuertes
puede anunciarse de modo no muy preciso, pero sugestivo, de la siguiente forma :-
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“El conjunto de todos los niimeros naturales se puede dividir en dos clases I y II del
siguiente modo : pertenecen a la clase I los nimeros naturales que se pueden definir
con cien o menos de cien palabras del diccionario de la Real Academia. Pertenecen
a la clase II aquéllos que necesitan mis de cien palabras del diccionario para ser defi-
nidos”. Existen niimeros que pertenecen a ambas clases; ya que los nimeros uno,
dos..., pertenecen a la clase I y , por otra parte, si se forman con todas las palabras
del .diccionario. todas las variaciones con repeticién en las que entren de una a cien
palabras, en este conjunto estarin contenidas todas las posibles definiciones con cien
o menor de cien palabras y como existen nimeros mayores que cualquier otro dado,
los nimeros mayores que el nimero de variaciones obtenido perteneceran a la clase IL.
“Existiendo mimeros de la clase II habrid uno minimo”. Este tltimo ha guedado de-
finido per las dos frases anteriores enirecomilladas con menos de cien palabras, luego
pertenecen a la clase I, jcontradiceiém! La posicién de la Escuela intumicionista tam-
poco era solida. Por ello evolucioné y llegé a apoyarse en los des principios siguientes :

I. Se admite como conjunto bien definido el de los niimeros naturalés, es decir,
los enteros y positivos,

II. Cualquier otro conjunto se debe definir mediante una ley que permita obtener
tantos elementos del conjunto como se deseen. )

Esta posicién actual del Intuicionismo es de una gran perfeccién légica, vero tiene
un grave inconveniente: con ella desaparecen unas nueve décimas partes de la Mate-
matica. En cuanto al espacio se refiere, no puede siempre demostrarse dentro del in-
tuicionismo si dos planos dados son distinios o coincidentes. Por esta razén, el Intui-
cionismo ocupa hoy dia un pequefio capitulo de la Matemdtica. Entonces, se puede
decir que el concepto de espacio matemitico actual corresponde al concepto de la Es-
cuela formalista. Es decir, el espacio matematico es un esquema ideal, cuyos concep=
tos fundamentales no se definen. La misién del matematico es consiruir estos esque-
mas con la suficiente solidez logica para que pueda emplearlos el fisico, o cientifico
experimental. El espacio que el fisico emplea para explicar los fenémenos observados
del Universo es, por tanto, un espacio matemitico y, por ende, ideal. Este espacio es
una funcién de la precisién de los métodos de observacién y, hoy por hoy, no parece
plausible admitir que se pueda llegar a un espacio matemaitico que esté univocamente
determinado por el espacio del Universo. La razén de esto es muy sencilla: la decisién
de la naturaleza del espacio del Universo depende de la medida de las magnitudes y
constantes fisicas que intervienen en los fenémenos observables, Ahora bien, tales me-
didas estin siempre afectadas de un error de observacién que depende de la preci-
sién de los aparatos de medida. Al aumentar esta precisién se hacen cada vez meno-
res las cotas de efror, pero por pequefas que éstas sean nunca se nodra comprobar
por medidas directas si una constante dada es un nfimero racional o irracional. Para
esto serd siempre preciso vartir dé las hipétesis de una teoria y nunca se podri asegu-
rar. que al mejorar las medidas de observacién no sea necesario modificar tales hipé-
tesis. No obstantc; queda una remota esperanza de que algin dia se pudiera legar
a un espacio ideal univocamente determinado por el espacio del Universo. Esto seria
posible si se llegara-a la conclusién de ser el espacio del Universo un espacio de los:
llamados actualmente en Matematica espacios finitos. Estos espacios estin construidos
sobre cuerpos finitos de nimeros; es decir, en ellos el mimero de mimeros que in-
tervienen es finito e igual .a un nimero primo. Por ejemplo, en los espacios afines so-
bre cuerpos de caracteristica dos existen en cada recta dos tinicos puntos y, en um
plano, pasan por cada punto dos Winicas rectas. Naturalmente, que si esto fuera asi la
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caracteristica del cuerpo base seria un. nimero prime muy grande, pero determinado-
este niimero se habria dado un paso gigantesco para la revolucién del problema de la:
construccion del espacio ideal imagen univoca del espacio del Universo.

6. EL EspAciO EN LA MATEMATICA MODERNA

Como resumen de las consideraciones anteriores llegamos a las siguientes conclu-.
siones. El conceptp de espacio actual es un concepto ideal, y por tanto abstracto, que-
se refiere a un ente de existencia real, que hemos denominado espacio del Universo..
Para los griegos el concepto de espacio se refiere a un conjunto de relaciones entre-
cosas materiales, que se podian dibujar. Este concepto se encontré valido para expli-
car los primeros fenomenos naturales que se estudiaron durante los siglos xviT y xviir,
con lo que la Mecéinica newtoniana adquirié la categoria de ciencia absoluta mediante:
la que podian obtenerse de modo deductivo todas las leyes gue regian al Universo. El
conocimiento de fenémenos que no tenian posible explicacién en el espacio euclideo,.
ha dado lugar a'la distincién entre’espacio matemético, espacio fisico y espacio del’
Universo, El espacio fisico es un espacio matemaitico, y por tdnto ideal y abstracto,.
en el que pueden explicarse de modo cémodo todos los fenémenos naturales conocidos..
Por consiguiente, el espacio fisico es funcién de la precisién de los métodos de medi-.
da. El problema de hallar un espacio matemitico aue se puede asegurar de un modo-
absoluto que estd univocamente determinado por el espacio del Universo (natural-
mente que habria de precisar qué entendemos por univocamente determinado, pero-
para esta charla es suficiente con el concepto corriente de unicidad) parece, hoy por
hoy, sin sentido. El fisico emplea en cada momento aquel espacio matemitico en el
que pueda explicar mas cémodamente los fenémenos observados. Entonces queda la
cuestion: ;Qué es un espacio matemético? En la Mateméitica moderna, el espacio es
un conjunto de puntos entre los que se ha definido una relacién de proximidad. Con-
esto llegamos al tema principal de toda esta sinfonia sobre el espacio que se ha in-..
terpretado bajo los aunspicios de la Institucién de “Fernando el Catélico” durante esta:
semana.

Si ustedes recuerdan todas las conferencias que se han dado sobre el tema del es-.
pacio por los mds diversos especialistas, podrin reconocer que todos hemos coincidido-
en atribuir al espacio la idea de proximidad, o su equivalente contrario de alejamiento.
Asi para el filésofo, como para el artista, el fisico, el quimico o el naturalista. Este-
hecho nos muestra en toda su claridad la esencia de la Matematica actual : reduce los
conceptos a su mas pura estrnctura, despojandolos de todo revestimiento secundario.
Esto hace posible la aplicacién a las ciencias mas alejadas de ella de sus métodos y
resultados. Esta idea de proximidad puede precisarse de muchos modos distintos, ori-
ginindose otros tantos espacios. Corresponde al matemético el estudio de estos espa-
cios, es decir: su clasificacién y demostracién de las propiedades fundamentales. EI
problema de su validez se reduce al de su consistencia Iégica. Con ello se lega al
problema clave de los Fundamentos de la Matematica el Problema de la Decisién. Se
trata de averiguar si una proposicién formulada en una teoria formal puede o no de-
mostrarse deniro de ella. Y con esto termino, agradeciéndoles a todos ustedes la aten-
cion que me han prestado.
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